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ΔΙΑΚΡΙΤΑ ΔΗΜΟΓΡΑΦΙΚΑ ΜΟΝΤΕΛΑ ΣΤΗ ΜΕΛΕΤΗ ΤΩΝ ΒΟΟΕΙΔΩΝ 
Α. ΜΑΚΡΟΓΛΟΥ, Μ. ΚΟΙΜΗΣΗΣ, Σ. ΚΟΥΪΜΤΖΗΣ 
DISCRETE DEMOGRAFIC MODELS IN LIVESTOCK STUDIES 
A. MAKROGLOU, M. KIMISSIS AND S. KOUIMTZIS 
SUMMARY 
In an earlier work (2) was given a short review for various demographic models which govern population 
dynamics. Here is described in detail one of them, a discrete one, developed by Rault & Leibundgut and 
are given the details of its implementation to livestock. To use this model a computer program has been 
written which, given the livestock population at time t = t 0 predicts their number at time t>to 
ΠΕΡΙΛΗΨΗ 
Σε μια προηγούμενη εργασία (2) δόθηκε μια σύντομη ανασκόπηση για διάφορα δημογραφικά μοντέλα 
που διέπουν την δυναμική πληθυσμών. Εδώ θα περιγραφεί αναλυτικά ένα από αυτά και θα επεξηγηθεί η 
μεθοδολογία εφαρμογής του σε βοοειδή, που αναπτύχθηκε από τους Rault & Leibundgut. Χρησιμοποιώντας 
το μοντέλο που προτείνουν γράφηκε ένα πρόγραμμα με το οποίο γνωρίζοντας τον πληθυσμό των βοοειδών 
σε χρόνο t = t0 μπορούμε να προβλέψουμε τον αριθμό τους σε χρόνο t>to-
1. Εισαγωγή. 
Υπάρχουν διαφόρων μορφών δημογραφικά 
μοντέλα που αφορούν την δυναμική πληθυ­
σμών. Για μια σύντομη ανασκόπηση αναφερό­
μαστε στο άρθρο ( 2 ) . Εδώ θα περιγράψουμε 
αναλυτικά ένα από αυτά
 ( 3 )
 για την μελέτη του 
πληθυσμού βοοειδών. Απώτερος σκοπός είναι 
η εφαρμογή του σε ελληνικά βοοειδή εφόσον 
καταστεί δυνατή η συγκέντρωση των αντίστοι­
χων δεδομένων. 
"Κέντρο Τεχν. Σπερματέγχυνσης, Διαβατά Θεσσαλονίκης 
Στην §2 δίνεται η αναλυτική περιγραφή του 
μοντέλου. Στην §3 η μέθοδος εκτίμησης δια­
φόρων παραμέτρων όπως των συντελεστών 
θνησιμότητας, γονιμότητας, αναλογίας φύλου 
κλπ. 
Τέλος στην §4 δίνονται τα αποτελέσματα 
των προβλέψεων για τα έτη 1973-1978 μαζί με 
τα δεδομένα των ετών αυτών που αφορούν 
γαλλικά βοοειδή για δυνατές συγκρίσεις. 
Δ/νση Μηχανογράφησης Υπ. Γεωργίας Μυλλέρου 1, Αθήνα 104 36 
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Σε μελλοντική εργασία θα γίνει προσπάθεια 
να συνδεθεί το μοντέλο με τιμές γάλατος, 
κρέατος, ζωοτροφών οπότε θα μπορεί κανείς 
να βλέπει με ποιο τρόπο μεταβολές στις τιμές 
των προϊόντων αυτών επηρεάζουν τον αριθμό 
των βοοειδών. 
2. Περιγραφή. 
Στην §4 της (2) έχει δοθεί μια σύντομη σκια­
γράφηση ενός διακριτού μοντέλου που παίρνει 
υπόψη και την ηλικία των ζώων. Εδώ θα δοθεί 
η αναλυτική περιγραφή του στην §2.1 και η 
περιγραφή μεθόδου φιλτραρίσματος των δε­
δομένων (Kaiman filtering) στην §2.2. 
Ας θεωρήσουμε ένα κοπάδι του οποίου η 
εξέλιξη χαρακτηρίζεται από φαινόμενα γεννή­
σεως, ενηλικίωσης και θανάτου (σύστημα) και 
έστω ψ(χ,ί) η συνάρτηση που παριστάνει τον 
αριθμό των ζώων που έχουν ηλικία χ την χρονι­
κή στιγμή t. Τότε η εξίσωση που δίνει την μετα­
βολή της συνάρτησης ψ συναρτήσει του χ και 
του t είναι διαφορετική εξίσωση με μερικές 
παραγώγους, (εξίσωση ζωής). 
θν(χ,ΐ) ey(x.t) 
(2.1) + = e(x,t) - S(x.t) 
et θχ 
όπου e(x,t) συμβολίζει τις εισόδους στο σύστη­
μα λόγω γεννήσεων και s(x,t) συμβολίζει τις 
εξόδους λόγω φυσικού Θανάτου, σφαγής και 
εξαγωγικού εμπορίου. Το (2.1) είναι ένα συνε­
χές μοντέλο, δηλαδή ένα μοντέλο στο οποίο 
ο αριθμός των ζώων παρίσταται από την συνε­
χή συνάρτηση i|j(x,t). 
Πιο εύχρηστα είναι τα διακριτικά όπου η 
ηλικία και ο χρόνος παρίστανται από ακέραιους 
αριθμούς. 
Οι μεταβολές ως προς τον χρόνο (At) και 
ως προς την ηλικία (Δχ) είναι ίσες, όπως εύκο­
λα επαληθεύεται, και έχουν ληφθεί, 
(2.2) Δχ = At = 1 έτος 
Θέτοντας Y(i,n) τον αριθμό των ζώων που 
την 1η Ιανουαρίου του έτους n έχουν ηλικία 
1-1 έτη, Γ(η) τον αριθμό των γεννηθέντων ζώων 
το έτος n, N(i,n) τον αριθμό των νεκρών από 
φυσική θνησιμότητα ζώων κλάσεως ηλικίας (i) 
το έτος η, Σ(ί,η) τον ισολογισμό σφαγών, εξαγω­
γών και εισαγωγών για την κλάση ηλικίας (i) 





= Γ(η)-Ν(1,η)-Σ(1,η)γιαί = Ι 
Υποθέτοντας Υ(ο,η) = 0 έχουμε, 
(2 ,) Υ(1,η + 1) = Γ(η)-Ν(1,η)-Σ(1,η),
 ί = 1 
και παρόμοια 
(2.5)Y(i,n+1) = Y(i-1,n)-N(i,n) -Σ(ΐ,η),ϊ>1 
Ορίζοντας δε το συντελεστή φυσικής θνησιμό­
τητας ε(ί) σαν, 
(2.6)ε(1) = Ν(1,η)/Ν(1,η)/Γ(η), i = Ι 
e(i) = N(i,n)/Y(i-1,n),i>1 
και χρησιμοποιώντας το σύμβολο Kronecker 
δ„(δ
Ι ) = 1,ί = ί, δ, = 0ι-*ι). 
οι εξισώσεις (2.4), (2.5) γράφονται σαν 
(2.7) Y(i,n + 1 ) - (1 - ε(ί) [Y(l - 1 ,η) + δ„ Γ(η)] 
-Σ(ϊ.π). i - 1,2,... 
Οι εξισώσεις (2.7) μπορούν στην συνέχεια 
να γραφούν υπό μορφή πινάκων. Εδώ θα δώ­
σουμε την πινακοποίηση για την περίπτωση 
που παίρνουμε υπόψη και το φύλο τω ζώων. 
Έτσι έστωσαν, YF(i,n) ο αριθμός των θηλυκών 
ηλικίας (ι-1 ;. ετών το έτος η, για 101,2,3,4 και 
YF(5,n) ο-αριθμός των θηλυκών ηλικίας μεγα­
λύτερης των 4 ετών, YM(i,n) ο αριθμός των αρ­
σενικών ηλικίας (ι-1 Η ετών το έτος η, για ί=1,2 
και ΥΜ(3,η)ο αριθμός των αρσενικών ηλικίας 
μεγαλύτερης των 2 ετών το έτος n. IF(i,n), 
ΣΜ(ί,η) είναι οι αντίστοιχοι του Σ(ί,η) συμβολι­
σμοί για θηλυκά και αρσενικά. 
Έστωσαν επίσης, ΑΓ(η) ο αριθμός των αγε­
λάδων του έτους η, όπου αγελάδα θα καλούμε 
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κάθε θηλύκια που θα αποκτήσει ένα μοσχάρι 
κατά τη διάρκεια του έτους η, ν ο συντελεστής 
γονιμότητας, κ ο συντελεστής αναλογίας φύ­
λου (κ για τα θηλυκά, 1-κ για τα αρσενικά) και 
mvf, mvm, mf, mm 4 συντελεστές θνησιμότητας. 
Τότε 
(2.8) Γ(η) - ν κ ΑΓ(η) 
(2.9) ΑΓ(π) = α YF(3,n) + ßYF(4,n) +γ YF(5,n) 
αφού μόνο αριθμός θηλυκών των κλάσεων 
YF(3,n), YF(4,n), YF(5,n) μπορούν να αποκτή­
σουν μοσχάρια. Θέτοντας δε, 
y(n + 1) = [YF(1,n + 1), Y F(2,n + 1),... YF(5,n + 1), 
YM(1,n+1),YM(2,n + 1), YM(3,n + 1)]T 
και 
u(n) = [IF(1,n) IF(5,n), 
ZM(1,n),SM(2,n), ΣΜ(3,η)]Τ 
παίρνουμε την εξίσωση 






















































2.2 Φιλτράρισμα των δεδομένων 
Από την σχέση (2.10) βλέπουμε ότι αν έχου­
με τα στοιχεία των διανυσμάτων ψ(η) και u(n) 
και ξέρουμε ή έχουμε εκτιμήσει τα στοιχεία 
του πίνακα Α μπορούμε να βρούμε τα στοιχεία 
του διανύσματος y(n+1) δηλ. μπορούμε να κά­
νουμε πρόβλεψη για τον αριθμό των ζώων κατά 
κλάσεις ηλικίας για το έτος η+1. Αλλά συνήθως 
δεν έχουμε όλα τα στοιχεία του διανύσματος 
y(n), και αυτά που έχουμε ίσως δεν είναι αξιόπι­
στα. 
Στην πραγματικότητα έχουμε ένα άλλο διά­
νυσμα παρατηρήσεων S(n) το οποίο έχει και 
στοιχεία που αφορούν αριθμό ζώων κατά κλά­
σεις ηλικίας αλλά επί πλέον και άλλες μεταβλη­
τές όπως αυτές που αφορούν την παραγωγή 
γάλατος, τον αριθμό αγελάδων κλπ. Τα στοι­
χεία του S(n) συνδέονται με τα στοιχεία του 
διανύσματος καταστάσεως y(n) με μια σχέση 
της μορφής, 
(2.17)s(n) = Hhy(n) 
Επειδή όμως και οι παρατηρήσεις είναι στα­
τιστικά δεδομένα που συνήθως δίνονται με 
διάστημα εμπιστοσύνης και οι σφαγές u(n) με­
ρικές φορές δεν δίνονται κατά τις ίδιες με το 
y(n) κλάσεις ηλικίας, αντί των σχέσεων (2.10), 
(2.14), στην πραγματικότητα έχουμε, 
(2.18) y(n + 1) = Ay(n)-u(n) + w(n) 
και 
(2.19)s(n) = Hny(n) + v(n) 
όπου w(n), v(n) είναι θόρυβοι (noise) για τους 
οποίους υποθέτουμε ότι 
(2.20) Ε(ν) = 0, E(w) = 0 
E(wT) = R, E(wwT) = Q, E(vwT) = 0 
(2.12)cf = (1-mvf)vK 
cm = (1 -mvm) v(1 -k) 
και ο Φ, R είναι οι πίνακες συνδιασποράς τους. 
Το πρόβλημα του φιλτραρίσματος συνίστα­
ται στο εξής. 
Έχοντας το διάνυσμα παρατηρήσεων s(n), 
ένα διάνυσμα καταστάσεως yn/n_i να βρούμε 
μια εκτίμηση yn/n του y(n) που θα ελαχιστοποιεί 
(2.21) Ε[υ
ν ν
) - υ(ν)) (υ
ν ν
- υ(ν))Τ] = Cn,n 
όπου Cnn είναι ο πίνακας συνδιασποράς για 
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το Υηη· Αποδεικνύεται ότι το yn / n που ελαχιστο­
ποιεί την {2.21 ) δίνεται από τις σχέσεις 
kn = Cn/n-! H n T (Q + H n Cn/n-ì HnT)"1 
(2.22) Cn /n = Cn n-1 ( l - H n T K n T ) 
yn n = yn/n-i + Kn (5(n) - Hn Yn/n_., ) 
Χρησιμποποιώντας την φιλτραρισμένη τιμή 
yn/n σαν εκτίμηση του y(n) βρίσκουμε την πρό­
βλεψη 
(2.23) y(n + 1 ) = Yn+1/n) - Ay n n - u n " 
όπου Un είναι οι παρατηρηθείσες σφαγές. Cn/n-i 
είναι ο πίνακας συνδιασποράς για το yn/n-i • 
Υποτίθεται ότι οι πίνακες Ο R, C0 = CJ-Ì 
είναι γνωστοί. Η διαδικασία φιλτραρίσματος 
(2.22) λέγεται Kaiman filtering (1). 
Στην (2.19) διάνυσμα παρατηρήσεων sn αφο­
ρά τη δυναμικότητα του πληθυσμού καθώς και 
τον αριθμό των αγελάδων και το γάλα. Ο πίνα­
κας Η
η






O O a b g 0 0 0 
Ο Ο Α Β C 0 0 0 
3. Εκτίμηση παραμέτρων 
Οι παράμετροι που εμφανίζονται στην (2.10) 
δηλαδή τα α,β,γ, cf, cm, mf, mm δεν είναι συνή­
θως γνωστές και πρέπει να εκτιμηθούν. Έστω 
ρ το διάνυσμα των παραμέτρων. Ζητάμε μια 
εκτίμηση ρ του ρ. Εαν z είναι ένα διάνυσμα 
παρατηρήσεων: 
(3.1)ζ = Α
ρ + ν 
όπου ν είναι ο θόρυβος, τότε αποδεικνύεται 
ότ· τ 0 ρ που ελαχιστοποιεί το 
(3.2)Ι = ( ζ - Α
ρ
) Τ ( ζ - Α
ρ
) 
με την μέθοδο των ελαχίστων τετραγώνων, δί­
νεται από την σχέση 
(3.3)Ρ = ( Α Τ Α Γ 1 Α Τ ί 
Δίνουμε παρακάτω ένα παράδειγμα με ρ = 




YF(3,1972) YF(4,1972) YF(5,1972) 
YF(3,1978) YF(4,1978) YF(5,1978) 
+v 
όπου 
A = (0 1504 + 0.002n)a 
Β = (0.1504 + 0.002n) 1.16 
C = (0.1507 + 0.002η)1.3γ 
που προκύπτουν από την σχέση 
ΓΑΠΑ(η) = (0.1504 + 0.002η) 
[aYF(3,n) + 1.1 ßYF(4,n) + 1.3γ YF(5,n)] 
όπου η = 1 για το 1969,... , η = 10 για το 1978 
όπως χρησιμοποιήθηκε από τους Rault & Leib­
undgut. 
Η (3.4) είναι μια σχέση της μορφής (3.1) και 
το ρ = (ά, β, γ) Τ βρίσκεται από την (3.3) χρησι­
μοποιώντας πρόγραμμα υπολογισμού αντί­
στροφου πίνακα και πολλαπλασιασμού πινά­
κων. 
Παρόμοια εκτιμώνται και οι άλλοι συντελε­
στές. 
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Δεδομένα σφαγών σε χιλιάδες κεφαλών 

























































Κατάσταση του κοπαδιού 
σε χιλιάδες κεφαλών και 10 s εκατόλιτρα (γάλα) 
Κατάσταση 












































































































































http://epublishing.ekt.gr | e-Publisher: EKT | Downloaded at 23/03/2020 08:35:18 |
4. Αποτελέσματα 
Για να γίνει test του προγράμματος που γρά­
φηκε για την χρήση του μοντέλου με ηλεκτρο­
νικό υπολογιστή, χρησιμοποιήθηκαν τα γαλλι­
κά δεδομένα που ευγενώς έστειλαν από το 
ADERSA-GERBIOS, France. 
Τα δεδομένα αυτά αναπαραθέτουμε για δυ­
νατές συγκρίσεις με τις προβλέψεις. 
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